CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 11
TEMA 4 (Ultima modificacién 8-7-2015)

FUNCIONES COMPUESTAS DE UNA VARIABLE INDEPENDIENTE.

Consideramos en primer término una funcion de dos variables Z=f(x;y) vy
supongamos, ademas que X € y no son variables independientes , sino funciones de
una unica variable t, es decir:

x=x(t) ; y=y(t) bajo estas circunstancias para cada valor de t corresponde un

punto [ x(t) ; y(t) ].

En consecuencia:
Z=fxy)=f[ x(®) ; yO) I=F1) (1)

que resulta en definitiva una funcion de la variable t.La Ilamaremos Funcion

Compuesta de t. z=f(xy)

g z

Las relaciones x=x(t) e y=y(t) pueden considerarse en el plano x,y como las
ecuaciones parametricas de una curva C. Los valores de Z de la expresion (1) son los
valores que toma la funcién de dos variables Z=f(x,y) en los puntos de la curva C.

Los resultados que se obtienen en el analisis matematico con este tipo de funciones se
pueden sintetizar mediante el siguiente teorema:

Teorema 1: Si f(x,y) es diferenciable en (x,y) como funcion de dos variables y las
funciones x=x(t) € y=y(t) son derivables respecto de la variable t, entonces la funcién
z=F(t) es derivable respecto de t siendo su derivada:

dz of(X,y) ) dx N ot (X,y) ) dy
dt O X dt oy dt

Demostracion: .Dado que la funcién Z=f(x,y) es diferenciable podemos escribir:

AZ = zAx -+ sz + £:AX + €2 Ay
oX oy




Donde &1 & tienden a cero cuando AX, Ay hacen lo propio.
Dividiendo estas expresiones por At, resulta:

Az 0z AX 82Ay x+ Ay

= -+ + &1
At OX At oy At At At

expresion que para At — O tiene limite en ambos miembros ya que, por hipotesis
x=X(t) € y=y(t) son derivables respecto de t, ademas, teniendo en cuenta que &1, &

tienden a cero cuando AX;Ay tienden a cero, y que, estos incrementos lo hacen
cuando At tiende a cero,resulta:

OX At oy At At At

Iim — = lim
At—0 At At—0

AZ (az AX 0z Ay  AX ij
+ ta " +¢g

oL L
Como 5 5 no dependen de At y €1, €. tienden a cero con At, resulta

dz oz dx oz dy
dt ox dt ay dt

Esto se puede aplicar al caso de una funcién y=F(X1,X2,....Xp) en donde
X1=X1(0) e, Xn=Xnp(t) luego: y=F(X1,X2,........ Xn)=F(t)

Los resultados equivalentes al teorema anterior se exponen en el siguiente teorema:
Teorema 2:

Si y=F(X1,X2,........ Xpn) es diferenciable en (X1,X9,........ Xp) como funcién de n
variables y las funciones X1=X1(t).....c.c...c..... Xn=Xn(t) son derivables respecto de t,

entonces la funcién F(t) dada por F(t)=y=F[ X1(t),.....,Xn(t)] es derivable respecto de t
siendo su derivada:

dy_(3ydxl+8de2+ Z:c3de|

dt  oxi dt oxe dt T axn dt -~ oxi dt

Como la demostracion de este teorema se realiza por medio de un razonamiento
similar al teorema anterior, se deja como ejercicio.



FUNCIONES COMPUESTAS DE DOS VARIABLES INDEPENDIENTES

Consideremos ahora el caso de una funcion de dos variables Z=f(x,y) las que a su vez
dependen de otras dos variables x=x(u,v) e y=y(u,v)
Entonceses:  Z=f[x(u,v),y(u,v)] = F(u,v) (3)

Graficamente se puede representar este caso,por las siguientes aplicaciones:
z=f(x.y)

x=x(u,v)
y=y(u,v)

z=F(u,v)

Este caso se sintetiza mediante el siguiente

Teorema 3 :

Si Z=f(x,y) es diferenciable en (x,y) como funcién de dos variables y las funciones
x=x(u,v) ; y=y(u,v) son derivables respecto de las variables independientes (u,v) ,
entonces la funcion F(u,v) dada por la expresion (3) es derivable respecto de las
variables u,v, siendo sus derivadas:

822628x+628y az_azax+azay
ou oxou oy du OV  OX OV By ov

Demostracion: Dando al argumento u un incremento AU, manteniendo constante el
valor de v, entonces X é y recibiran los incrementos AuX, Ay

respectivamente y consecuentemente f se vera incrementado en A.f que como f es
diferenciable se puede escribir:

Adf = TN ey TGY)

Auy + g1AuX + 82Auy
OX

donde €, €: tiende acero cuando Au.X, Auy tienden a cero; de la misma manera
incrementando v en AV podemos escribir que:
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Af = TY) o OT(XY)

AwY + €1AW + £2Av
OX oy 4 4 4
Dividiendo estas expresiones por Au, Av respectivamente,obtenemos

Af _ of (X,y) AX N of (X,y) Ay N 8lAux e Ay
Au oX Au oy Au AU Au

AF _ of (X,y) AX N of (X,y) Ay e AX N ,zAvy

AV oX AV oy Av AV AV

y tomando limites para Au—0 en un caso y Av —0 en el otro resulta:

IImA_Uf_ Iim(ﬁAuijﬁAuer AuX Auy

= €1 +&e2——| =
Au—0 AU Au—0\ OX AU ay AU AU AU) |dem para Av

Haciendo las mismas consideraciones realizadas al demostrar el Teorema 1
de la independencia de las derivadas parciales respecto de los incrementos Au; Av Y
considerando que €1, €2, g'1, €', tienden a cero juntamente con Au; AV se obtiene:

of(xy) _of(xy)ox ofxy)ay| [of(xy) _of(x.y) ox  of(x.y) oy
ou OoX aou oy ou ov OX oV oy ov

como se queria demostrar.

FUNCIONES COMPUESTAS DE VARIAS VARIABLES INDEPENDIENTES

Finalmente,considerando el caso general de una funcion de n variables independientes
z=f(x1,X2,.....,Xn) cada una de las cuales es a su vez una funcion de m variables.

X1=X1(Y1,Y2:-e-eYm)
X2=X2(Y1,Y2:----oYm)
X3=X3(Y1,¥2:++--1Ym)

Entonces resulta que z es funcién de m variables y1,y2,....,ym 0 sea:

z=f(x1,X2,....Xn) = F(Y1,y2,....ym)



y los resultados equivalentes a los teoremas estudiados,en este caso, vienen dados por
el siguiente

Teorema4:

" Si z=f(x1,X2,.....Xn) es diferenciable en las xj como funcién de n variables y
ademas, las funciones xj=xj(y1,y2,.....ym) son a su vez derivables respecto

de las yk variables, entonces la funcion z=F(y1,y2,....,ym) €s derivable respecto de las
yk variables y su derivada es igual a:

0z 0z OX1 0z 0OX2 0z oxn _Z. n 0Z OXi

= -+ + e 4+ —-
Oyk Ox1oyk oOx2 Oy oxXn Oy« =1 Oxi ayk

Dada la similitud en la demostracion con el teorema anterior, no lo desarrollaremos.En
definitiva: una funcion diferenciable de funciones derivables es derivable.

DIFERENCIABILIDAD DE FUNCIONES COMPUESTAS

Hasta ahora hemos estudiado la derivabilidad de las funciones compuestas.A
continuacion estudiaremos la diferenciabilidad de funciones compuestas.Por
comodidad y simplicidad estudiaremos el caso de una funcion de n variables que a su
vez dependen de dos variables,aunque los resultados obtenidos tengan validez general.
Enunciemos el siguiente:

Teorema 5:

" Si y=f(x1,X2,.....Xp) es diferenciable en las xj (j=1,2,...n) como funcién de n
variables y las funciones xj=xj(u,v) son a su vez diferenciables en u;v como funciones
de dos  variables, entonces la  funcion y=F(u,v) dada  por
y=f[x1(u,v),x2(u,v),...,Xp(u,v)] es diferenciable en u,v

Demostracion: Por hipoétesis f es diferenciable; podemos escribir entonces su
incremento total de la siguiente manera:

n af n
Ay = Z?ij + Zl:ésijj....(l)
J=

i=1 OX|



donde los &; tienden a cero cuando los incrementos Ax; tienden a cero.
También por hipétesis, las funciones xj = xj(u,v) son diferenciables respecto de u,v;
por lo tanto sus incrementos totales se pueden expresar como:

_6XJ OXj

AX; AU —Av+sAu+ AV..... 2
EY ov AU+ GAY.....2)

donde g ; ;i tienden a cero cuando Au; Av tienden a cero.

Reemplazando (2) en (1), obtenemos

0, of [ OX; 8Xj ax, 6 Xj
A AU+ —=AV + AU + QJAV |+ > O —= AV + gjAU + QjAV
y = Z ( 6V j 0] j lel J( U 8V j 0] ]

of 2% AU + of X AV + (ﬂ8j+%6j+6j8jj Au +
=T OXj ou =T OXj oV i \ OXj ou

of OXj
— @i+ —0j+ 90
( 5 Pj > j J(Plﬂ

Xj

=1

Llamando ¢;¢ al primero y segundo corchete,respectivamente,se ve que, cuando
Au,Av tienden a cero juntamente con g, ¢;, 5, también lo hacen ¢,¢ y podemos

escribir:
Ay = ot X AU + ﬁ% AV + AU + QAV.....(3)
= OXj ou — OXj OV

expresion que agrupandola de otro modo puede ser escrita:

_ Z of (6XJ 6 J AV) + €AU + QAV......(4)
= OXj\_ou ov

Tanto en (3) como en (4) ¢,¢ tienden a cero cuando Au,Av hacen lo propio ,como
hemos visto. La expresion (3) nos indica que y es diferenciable como funcion de uy
de v, puesto que ninguno de los parentesis depende de ¢u 6 Av ; por lo ctal queda
demostrado el teorema.



De la expresion (4) deducimos :

— 5\ _Au Y,

que expresa el " Principio de la invariabilidad de la forma diferencial de primer orden
" 0 " Principio de Cauchy ".

Por otra parte, teniendo en cuenta las formulas de derivacion de funciones
compuestas , vemos que:

— OXj ou ou —1 OXj OV ov

Z‘“: of oOx; of Z": of oOx; of

que reemplazadas en la (3) , despreciando los infinitesimos de orden superior ; vale
decir, tomando el infinitesimo principal, resulta:

dy = ﬂAu +ﬁAv = ﬂdu +ﬂdv
ou oV ou C
En términos generales podemos expresar que " Una funcion diferenciable de

funciones diferenciables, es diferenciable "

DERIVADAS SUCESIVAS DE FUNCIONES COMPUESTAS

Consideremos el caso ya desarrollado de una funcién y=(fxq x2,....,.Xp), donde
Xj=xj(u,v) para j=1,2,...,n ; vale decir, una funcion de n variables xj, las que a su vez
dependen de dos variables u,v. Resulta entonces que y es funcion compuesta de u,v :
y=f(x1 X2 .....xn) = f[ x1(u,v); x2(U,v); ....;xp(u,v) 1= F(u,v)

Hemaos visto como se calculan las derivadas primeras:

O _ NS OY OX . o N OY OX (5)
- ov

Su <= Ox; Su “— OXj OV

y queremos calcular ahora las derivadas de segundo orden:

SN L ONY L OV
U= T ouow T o=




2
para ello, en el caso de % debemos derivar la primera de la (5) con respecto de u.

o’y a[ay) Z:ayax,- _Z”:a[ayax,—j
ou®  oul\ du OXj Ou ‘= ou \ ox; ou

puesto que la derivada de una suma es igual a la suma de las derivadas.Para proseguir
debemos tener en cuenta que lo encerrado entre paréntesis es un producto de
funciones, que derivamos como tal:

PE y oxi oy o (ox n 9 ayj Oxi  <n By 02X
+ = + > —=
Z[ [ax,] ou  Ox;j ou (au j} JZl: ou [axj ou ,Z_;‘ OXj ou”’

Para poder realizar la a—au(%) debemos entender que se trata de la derivada de la
j

nueva funcién (%) (compuesta) con respecto de u; es decir debemos
j

volver a aplicar las férmulas de derivacion de funciones compuestas.Con esto resulta :

Zn: Oy Ok

6u ax,j OXjOXk U

lo que reemplazando en la expresion anterior nos da:

2 n 2 _ n 2 -
632/ ZZ o’y 8xk8x,+ ayé?):,
OXjOXk OuU Jou =1 OXj ou

analogamente podemos demostrar que :

o°y NI, O°Y OXk OXi N oy O7X;
ov? Z OXjoO OV Ov - Z OX;j 2
=1 k=1 JOXkK =1 OXj OV

Calculemos ahora :

o'y _i(ﬁyj Oy _3 3(@@]_3 3(@)%+ o 0 (8)
ouov  ov\ou OV iZ oxjou 4= ov\oxjou | OV\OXj/ou Oxjov\ ou




[ ax, N oy O°Xj
OXj - OXj Ouov

n 2
y considerando que: O (XY > oY o
OV \_ OX;j 1 OX]OXk OV

resulta en definitiva :

oy _i n O°Y OXk OXj Zay O°
UV 1 k=1 OXiOXk OV JuUu OXj UV

de la misma manera se calculan las derivadas de orden superior.

DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR DE FUNCIONES COMPUESTAS

Dada la funcion y= f(X1,X2,.....,Xp), funcién diferenciable en las n variables y siendo
las variables Xj funciones diferenciables de las variables u,v tendremos :

n ﬁ %
X2=X2(u,v)
Xn=Xn(u,v)

La diferencial segunda se obtiene diferenciando la segunda expresion (1).

i—1 OXi

Luego : dzy — d[dy] — d[i o O dx-:|

= dxi +
OXi A OXi

SRV i 5 o e i )

@d(dxi) (2)

ya que la diferencial de una sumatoria es igual a la sumatoria de las diferenciales, y
aplicando la diferencial de un producto se obtiene esta expresion.



of [ =< ) i ., .
Como ( j es la diferencial de una nueva funcion de n variables
d OX<i

se tendra : 4 [ j > [ )dx,(yreemplazando la expresion en (2)
OXi k:1 OXiOXk

tendremos :

2| - ZfC j af(;j
dzy — > d><id><< —+ d =<

i—1 k:l OXiOX k< OX<i

Como las Xj son funciones de u,v su diferencial serd dxi = %du %dv

y reemplazando las diferenciales de Xj, X por esta Ultima expresion se obtiene la
d2 y en funcion de u,v.
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