CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 11

TEMAN°6 (Ultima modificacion 8-7-2015)

FUNCIONES IMPLICITAS

Funciones implicitas de una variable independiente:

Definicion: Se considera que “y” es funcion implicita de la variable independiente “x”, cuando esta
establecida indirectamente mediante una ecuacion del tipo: F(X;y)=0

Consideremos la expresion: F(x;y)=x*+y?-a? =0, que es la ecuacion de una circunferencia que

tiene su centro en el origen de coordenadas y radio “a”.
La forma explicita, y=f(x) o bien x =g(y) de la precedente funcion es: y=-/a’~x> 0

X = ./a’—y?, respectivamente en ciertos convenientes dominios.

En muchos casos, dada la ecuacion F(x , y) = 0, es posible pasar de la forma implicita a la forma
explicita y = f(x) mediante procedimientos puramente algebraicos (como se ha realizado en el

ejemplo dado). Pero existen también casos en que ello no es posible.
Por ello trataremos de resolver el problema de determinar las propiedades de una funcién
y = f(x) definida implicitamente por F(X;y)=0, sin necesidad de pasar a la forma explicita.

No debe pensarse que toda expresion de la forma F(x;y) = O determina una funcion y = f(x) o
x =g(y) . Es facil dar ejemplos de funciones F(X;y) que igualadas a cero no determinan
soluciones en términos de una variable. Asi por ejemplo, sea la funcion x*+y* =0 solo se satisface
para el punto x = 0; y = 0, y no existe por lo tanto funcion y = f(x)

Otro ejemplo més dréstico aln es el siguiente: F(x;y) = x*+ y*+1, que al igualar a cero, resulta
que no hay ningtn valor real ni de “x” ni de “y” que satisfaga la expresion precedente.

Se comprende entonces la necesidad de hallar condiciones bajo las cuales la expresion F(xy)=0
define una funcion 'y = f(X) o X = g(y) y cuales son las propiedades de éstas, en relacion con las
propiedades de F(x;y) =0

Antes de dar el teorema de existencia, haremos algunas consideraciones de caracter geométrico
intuitivo.

z=F(xy)

0 , cuya solucién es la
=

La ecuacion F(x;y)=0 resulta equivalente al sistema siguiente:{

curva en que la superficie z = F(X;y) es interceptada por el plano z=0 (plano xy).

Cuando esta curva de interseccion exista, o en otras palabras, cuando la superficie z = F(X;Yy)
corte realmente al plano (x ; y) dicha curva de interseccion seré el gréfico en el plano (x , y) de una
funcion y = f(x) expresion explicita de F(X;y) = 0.

Vale decir que cuando F(X;y) =0 define una funcion y=F(x), se verifica : F(X;y) = F[X; f(x)]: 0.
En relacion con las posiciones relativas de la superficie z =F(x, y) y el plano coordenado (X,y)
analicemos las distintas situaciones geometricas que pueden presentarse:




Una primera posibilidad es que la superficie z = F(X;y) y el plano (xy) no tengan puntos en

comdn, por ejemplo el ya citado: z = F(x;y) = x*+ y*+1=0.

En tal caso es obvio que no existe curva de interseccion con el plano (X y) y por lo tanto no existe
soluciony = f(x) ni x = g(y).

Por ello, se hace necesario considerar solo aquellos casos en que haya por o menos un punto (Xo,Yo)
que satisfaga la ecuacion F(X; y) = 0. Estos valores (X, , Yo ) constituyen la llamada “solucion
inicial” de F(x , y)=0

Si existe una solucion inicial (Xo,Yo0), geométricamente restan dos posibilidades

1. Que el plano tangente a la superficie z = F(x;y)en el punto Py(X,y,0) sea horizontal.

2. Que el plano tangente a la misma superficie en el punto considerado No sea horizontal.

Si el plano tangente a la superficie en Po(x,y,0) es horizontal, es facil dar ejemplos que muestran
que la solucion y = f(x) 6 x = g(y) puede 0 no existir.

Asi, F(x;y) = x?+y? =0 tiene la solucion inicial, siendo horizontal el plano tangente
correspondiente a dicho punto (es el mismo plano (x y) como se ve aplicando la ecuacién del plano
tangente: z—2, = F, (Xg:Yo)(X—Xo) + F, (X0: Yo ) (Y= Yo)-

Pero F(X;y) = X*+ y2 =0 no define ninguna funcion y = f(x) ni x = g(y)

Por otra parte, es completamente posible que la ecuacion F(x;y) = O tenga una solucion y = f(x)
0 bien x = g(y), ain cuando el plano tangente en P(Xq,Y00) sea horizontal. Como ejemplo
F(X;y) =(y—2X)? =0, de la cual se deduce la funcién explicita y = 2x o bien la funcién x =
y/2.

Por ello, en el caso excepcional de plano tangente horizontal correspondiente a la solucion inicial,
no podemos hacer ninguna afirmacion de caracter general.

La posibilidad restante es que para la solucion inicial (Xo,Yo), €l plano tangente no sea horizontal.
La intuicion nos muestra entonces que la superficie z = F(x ; y) no puede “doblarse” tan
rapidamente, lo suficiente como para eludir cortar al plano x y en las proximidades de Po(x,y,0) en
una bien definida curva de interseccién, y que esta porcion de la curva en las vecindades de
(X0:Y0:0) puede ser descripta por funciones y =f(x) o x = g(y).

El hecho que el plano tangente en Po(X,y,0) no sea horizontal equivale a establecer que
Fx(xo;yo)y Fy(xo;yo) no son nulas simultdineamente. (Recordar la ecuacion del plano
tangente).

Recapitulando, resulta que hemos llegado, mediante consideraciones puramente intuitivas de
caracter geométrico, a la conclusion que si:

1) Existe una solucidn inicial (Xo,Yo) de F(x,y)=0
2) Existe plano tangente a la superficie z=F(x,y) en (Xo,Yo ), (F es diferenciable en (Xo,Y0))

3) El plano tangente en (Xo,Y0,0)_no es horizontal para lo cual basta que por lo menos una de las

derivadas parciales FX 0 Fy no sea nula en (Xo,Yo), entonces existe curva de interseccion de la

superficie z = F(x ,y) con el plano coordenado z = 0 en las proximidades de (Xo,Y0,0) Y en
consecuencia F(x;y) =0 define una funcion y = f(x) o bien x = g(y).




Los resultados obtenidos de manera geométrica intuitiva los discutiremos a continuacién en forma
analitica rigurosa.

TEOREMA |
De existencia, unicidad, continuidad, derivabilidad y diferenciabilidad de funciones definidas
en forma implicita

Sea z = F (x, y) una funcion de dos variables que satisfaga las siguientes condiciones:

1. F(Xqy;Y,) = 0 (existe solucion inicial), para algin punto P(Xo,yo) € R
2. F,(X;y) y F,(X;y) existen y son continuas , lo cual asegura la Diferenciabilidad de

F(x ; y) como funcién de dos variables y por lo tanto la existencia del plano tangente a la
superficie z = F(x , y) en el punto (Xo,Yo,0).
3. Fy (X,;Y,) =0 , lo cual asegura que el plano tangente en (xo,Yo,0) no es horizontal, entonces

X, <X <X,
Y. <y <Yy,
tal que para cada x perteneciente al intervalo de la recta real (x;x,), la ecuacion F(x ,y) =0
determina uniformemente un valor y = f(x), perteneciente al intervalo real (y1,y2) cumpliéndose
F[x; f(x)] =0 V xe (X1,X2). La funcion y = f(x) satisface la ecuacion Y, =f(X,). Ademasy =
f(x) es continua y diferenciable y su derivada y diferencial son respectivamente:

F (x; F, (X;
fxX)=y' = oy =X :y) dy = —M.dx , en todo punto en que Fy(x,y) =O0.

dx Ry F, (X y)
Demostracién: El plan de demostracion es el siguiente : a) Existencia y unicidad
b) Continuidad y c¢) Derivabilidad y Diferenciabilidad
a) Existencia y unicidad.
Estableceremos un rectangulo X| <X <Xo : Y1 <Y<Y, en el cual la ecuacion F(x;y) = 0

es posible determinar un entorno rectangular que contenga al punto P(X,;Y,) : {

determina una Unica funcion y = f(x); pero se debe aclarar que no vamos a tratar de encontrar el
mayor rectangulo de este tipo, solo debemos demostrar que ese rectangulo existe. Ver Figura 1

Y

Figura 1




Como por hiptesis F, (x;y) es continuay, F,(X,;Y,) = 0 podemos encontrar un rectangulo R que

contiene a P(X,;y,) que sea lo necesariamente pequefio como para que en todo R la funcién
F, (x;y) = z,, sea diferente de cero y por lo tanto tenga siempre el mismo signo.

Sin perder generalidad podemos suponer que este signo es positivo.
Si no fuera asi, reemplazariamos F por - F, para lo cual también vale -F(xo;yo) = 0 , 0 sea

F, (y) >0V (xy) e R(1)

Por (1), en cada segmento x = cte (paralelo al eje y) contenido en R; la funcién z = f(x , y)
considerada como funcién de y solamente (x = cte) es monotona creciente en sentido estricto.
Consideremos en particular x=x,. Como F(X,;Y,) =0, y por ser monétona estrictamente
creciente la funcion z = F(xo,y), existira un punto A (Xq;Y1), Y1 <Y tal que el valor de Fen A

es negativo; F(Xy;Y;) <O y existira un punto B tal que F(Xq;Y,) >0.

Pero por la continuidad de z = F(x,y) se deduce que z = F(x,y) sera negativa no solo en A ,sino en
todo un entorno de A, en particular, a lo largo de un segmento y = y; que contenga a A y esté
contenidoen Ry z = F(x,y) sera positiva no solo en B, sino en todo un entorno de B, en particular,
a lo largo de un segmento y = y, que contenga B y este contenido en R.

Ahora elegimos el intervalo Xy <X <X lo suficientemente pequefio como para que:{':(x?yl)<0
F(x;y,) >0

VX /X, <X < X, Supongamos que fijamos x en cualquier valor del intervalo x, < x < x,,
y que y aumenta desde y; hasta y,. Como Fy(X; ¥)>0, z=F(x,y) crece estrictamente continua

y mon6tonamente desde un valor negativo F(x;y,) <O, hasta un valor positivo F(X;y,) >0,y

no puede nunca tener el mismo valor para dos puntos de igual abscisa x.
Entonces, para cada valor de x del intervalo x, <x <x, , existe un valor de y univocamente

determinado para el cual F(x ; y) = 0 con y, <y <y,. Luego, este valor de y es funcion de x:
y = f(x). Hemos probado asi la existencia y unicidad de la funcion y = f(x) que es solucién de
F(x,y)=0enelrectangulo x, < x <X, ; Y3 <Y <Y,-

Nota: Es evidente el papel primordial desempefiado en la demostracion por la hipétesis
Fy (Xo;yo) # 0 , que nos asegura que el plano tangente en (Xo,Yo0,0)no es horizontal.

b) Continuidad de y = f(x).

Queremos demostrar que y = f(x) es continua en el rectangulo x, < x <X, ; y; <y <Y,.
Demostraremos primeramente la continuidad de la funcion y = f(x) en un punto (x,;y,) que
satisface la ecuacion y, =f(x,).

Para ello, debe demostrarse que dado un & > Q arbitrario, es posible hallar otro nimero positivo
§=5(¢) tal que: |F(X) —f(Xp) <& para |[X—Xq| < 8.

De igual forma que en el punto anterior, se demuestra que existe univocamente y=f(x) / F(x,y) =0
en el rectangulo y, —E<y <y, +&; X —8 <X <Xq+9,donde & se ha elegido en funcion de &
tal como antes elegimos el intervalo x, <x <x, ,enfunciéndel y, <y<y,.
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Figura 2
Yo—E<Y<Yo+& Y — Yol <& Yo =F(Xo) [FO) =T (x,)[ <&,
Pero luego
Xg—0<X<X,+0 X — X%, <& y=*(x) ‘X_Xo‘<8-

Esto Gltimo nos indica X“j(] f(x) =f(X,) , que nos determina la continuidad de y = f(x) en xo.
0

Como este razonamiento puede aplicarse a cualquier punto del intervalo x;<x<x», queda probada la
continuidad de y=f(x) en todo este ultimo intervalo.

c) Derivabilidad de vy = f(x).

Por la hipotesis segunda, que implica la diferenciabilidad de z = F(x , y), podemos escribir:
Az =AF=Fx+hy+k)-Fxy)=hFE(Xy)+kE(XYy)+&.h+&,.k,
donde ¢, AE, —0,conhAk—0. (2)
Ahora, paray = f(x), entre h y k no existe independencia.
Asi, es  y+k=Ff(x+h),..k=Ff(x+h) —y=f(x+h) —f(x) . (3)
Suponemos también que los puntos (x,y) ; (x+h ,y+k) pertenecen al rectdngulo donde y=f(x) esta
definida en forma implicita por F(x,y)=0. Entonces es
F(x;y) =0; F(x+h;y+k) =0. Luego:
O0=h.F, +k.F, +&,.h+&,.k Dividiendo por N. F, lo anterior, tenemos
_hF kR &g.h &,k
h.F, hF, hF h.F

y

, esto es




o kK, &a ke K k|:;|_+ 82} + %1 ytomando limite para h—0 sera:
F, h F, h. F, K h F, F,
0= Iim{ ROSY) | k(1+ € J I Sl} FXY) L 1im K por 3)y (2) v la continuidad de f(x).
h-ol F,(X;y) h K K FOGy) h0h
i K o g TN =100 Flxy) o dy y = 255 an (v TR, (xy)#0. (4)
h>0h  h-0 h F(xy) dx F, (X )
F .
De (4) se deduce que dy = —%.dx , estoes F(Xy).dx+F (xy).dy=0. Resultado
y 7

que se hubiera obtenido diferenciando F(x,y)=0 comoi funcién de dos variables

Funciones Implicitas de n variables independientes.

Aqui establecemos condiciones bajo las cuales una expresion de la forma
F(Xl;XZ;...;Xn;y) =0 define IMPLICITAMENTE una funcién y =f(X;;X%,;...;%,) den
variables independientes.

El teorema estudiado para funciones implicitas de una variable independiente se extiende
naturalmente para funciones implicitas de n variables independientes. Como en este caso la
demostracion es similar a la ya vista, solo se enunciara el correspondiente teorema y se mostrara
como se obtienen las formulas que figuran en él.

TEOREMA 11

Sea F(X;;X,5..:X,;Y)=0 una funcién de n+1 variables que satisface las siguientes
condiciones:

2°) F F . E  F, existen y son continuas (lo que asegura la Diferenciabilidad de F)
0
30) Fy(xl,xz, ...... Xo,Y,) %0,
entonces es posible determinar un entorno que contenga al punto P (X7 , X5 ,...... X2,Y,)
X7 <X, <X
1=1,2;3;..;n

, tal que en cada punto del entorno xi1 <X; < xiz,i =12,..n

Y1 <Y<Y,
la expresion F(X;;X,;..;X,,1Y) = 0 determina un valor Y =f(X;;X,;....X,) € (Y1, Y,) que es tnico.
En el Gltimo entorno mencionado se cumple que: F [XliX2;---;Xn;f(Xlixzi---;Xn)] =0, Ademas:

Yo =f(X{,X3,.....X7) y la funcion y =f(X;;X,;...;X,) es continua, diferenciable y sus
derivadas parciales estan dadas por:

2y Fo Xyl XX, Y)
T v k=121 entodopuntoengue F(umnX. 1Y) £0.
é’xk Fy(x1;xz;---;xk;---;xn;y) - |




Para obtener esta formula partimos de la diferencial de una funcion de n variables

oy
y =f(Xq,.., X)) 0 dy=A.dx, +A,.dX,+.+A,.dX, , dondees A " O
i
Por otra parte, como F(Xl,Xz,...,Xn,y) =0, es diferenciable, podemos escribir:
dF = oF .dx1+ﬁ.dx2+...+ﬁ.dxn+ﬁ.dy=O
X, X, X, oy
Despejando dy en todo punto en que es Fy (Xl,...,Xn ,Y) # 0, seré:
o= o o=
OX OX OX
dy = — —2 .dx, ——2.dx,—...——2 .dx
Y= T TeR T T TaR e oF
oy oy oy
o=
Comparando esta Gltima expresion con (5) sera: A, = aﬁy =_——1 para i=1.23,...,n.
Xi I
oy

Derivadas y diferenciales sucesivas de funciones implicitas

Por comodidad trabajaremos con una expresion de dos variables: F(x; y) = 0 que suponemos
cumple las condiciones del teorema 1 visto para definir y=f(x), ya que la generalizacion es
inmediata.

H t 2 ) = X\ 177
emos VISto que X Yy y(X; y)

Derivando esta tltima expresion con respecto a “x’ sera:

oF oF ’
aFX.d_X_F@.d_y_F y.d_x_'__y.d_y .y’_|_ .dy :0’
ox dx dy dx ox dx dy dx Y odx
P+ Fo Y +[Fu + Ry .Yy +F,.y"=0, (9

en donde y = f(x), o sea F,(x;y) +Y".F, (xy)=0.

r ’ r2 ’ r2
—FXX—FXy.y—FyX.y—FW.y :—FXX—ZFXy.y—Fyy.y
F F

y y

”

Ly =

299

Si deseamos calcular y’’’ debemos derivar (6) respecto de X, y proceder como antes. Lo mismo
hacemos para las derivadas de orden superior.

Para calcular las diferenciales sucesivas partimos de: F(Xy).dx+F (x;y).dy=0 vy
diferenciamos esa expresion teniendo en cuenta que y = f(x).




d|F,.dx+ F,.dy|=d[F,(x y).dx ]+ d|F, (x y).dy | =
= d[F, (%, ) Jdx+ d[F, s y) ] dy+ F, (< y). d[dy] =
= [Fxx .dx+ F, .dy]. dx -+ [Fyx .dx+ Fyy.dy]. dy+ F, (s y).d?y =

= F, .dx*’+ 2F .dx.dy+ F, .dy*+ F,.d’y = (7)
2
o o 2
=| — .dx+ —.d .F(x; + F, .d = 0,
[8)( oy y] < y) . 1Y%
2

[ dx+dy] FOGY)
o X

F <G y)

Para calcular d®y se diferencia (7) y luego se despeja d®y. Para calcular las diferenciales de orden
superior de y=f(x) se procede en forma analoga a la anterior.




SISTEMAS DE FUNCIONES IMPLICITAS

Se trata de investigar, condiciones bajo las cuales un sistema de la forma:

{Fl(xl;xz;...;xn;yl;yz) -0
B (X X050 X0 Y13 Y2) =0

determina una solucién dada por un sistema de funciones explicitas:

YV, = fl(xl;XZ;"';Xn)
Vo = Fo (X X55.--:X,)

y cuales son las propiedades de la solucion, en relacion con las propiedadesde F, A F, .
Definiremos primeramente el término JACOBIANO o DETERMINANTE FUNCIONAL.
Siu=u(x,y); v=v(x,y) son dos funciones continuas de las variables independientes x,y ; siendo

u_ ov oJou _ ov

; ; ; también continuas, la expresion:
OX OX oy oYy

sus derivadas parciales

ou ou
ou &ov ou ov | ax oy
ox oy oSOy ox | ov oV
oX oy

recibe el nombre de Jacobiano o determinante funcional de u,v con respecto a x e y, y generalmente
se denota con alguna de las siguientes expresiones:

(u,v) 2, \Vv)

J=J — )
<, V) =< V)

Para funciones de n variables:
U = ul(Xl;XZ;"';Xn)

U, :uz(X1;X2;---;Xn)

es u, ___ 2y
X, X,
J(ul,uz ..... u.) | T -0
(X1, X X))
Uy = Uy (X Xn) e cun 2Ly
X, X,




TEOREMA 111

Si
Fl(xl;XZ;"';Xn;yl;yZ) A\ FZ(Xl;XZ;"'Xn;yl;yZ)

son dos funciones de n+2 variables, que cumplen las siguientes condiciones:

19 {Fl(xf,xz, ...... X3, vs,¥3) =0
Fz(x:(L)’X21 ------ xﬁ,y‘f,yg)zo

para algtin punto P(X],X3,.....X0,Y1,Y;) € R™

2°) K A F, admiten derivadas parciales de primer orden continuas en un entorno del punto P, lo
que asegura la Diferenciabilidad de F; A F, como funcién de n +2 variables.

) oF, oF
¥ S5 _(om:iR)) _|ov. ov. | _o

T lalyiive) J, oF, OF,
a>/1 6>/2 P

entonces se puede determinar un entorno que contenga al punto P (del espacio R n+2)

a =2
<G = >, — ><5

vi — v, = vZ2 J=12,...n enel cual
Vi = ¥ = V¥V2

{Fl(xl,...,xn,yl,yz):o A
FZ (Xll"'ixn 1y11y2) - 0

determina una solucion:

{yl = fl(xl’XZ""’Xn)
Y, = fZ(Xl,XZ,...,Xn)

Se cumple que: {yf:fl(x‘f,xz,...,x
yo =f,(x2,%3,..., X

{Fl[xl,x2,...xn,fl(xl,...,xn),fz(xl,...,xn)] =0
F[X,, X oo X By (XX, ), By (XX, )] = O

10




en el entorno mencionado, siendo las funciones dadas en (B) continuas, diferenciables e
independientes.

Demostracion:
Partimos de la hipétesis J,«0, osea EFH 9  OF OFK | 4 enp.
oy, oY, oy, oY,
Para que esto se cumpla, las cuatro derivadas no pueden ser simultaneamente nulas en P, entonces
sin perder generalidad suponemos que es:

oH

= O] enP ()

1

Ahora consideremos la ecuacion | F (X, X,,...... X, ¥Y1,¥Y2)=0| (D).

Pero las hipdtesis 1 y 2 de este teorema, junto con (C) nos aseguran (Teorema Il) que de (D) se

deduce: Y; = 9(X;;X55.-3X,3Y,) (E), funcién tnica continua y diferenciable, cuya
derivada respecto de y, es:

= =
= =/, enP. (F)
=, |

X/

Ademas se cumple quees Yy = g(X7,X5,...X2,¥2). (B
Si reemplazamos (E) en la expresion de F, se tiene:

F2 (Xl’XZ""’Xn ’yl’yZ) = FZ[Xl’XZ""!g(Xll""Xn’y2)’y2] = G[XllXZ""’Xn'yZ]
cuya derivada respecto a y, (como funcion compuesta) sera:

oG _oF ox, ©oF ox,  OF ox, OF oy, Ok ov,|

oy, ox, oy, ox, oy, | ox, oy, oy, oy, oy, oy,

Como X; Xa; ... ; Xa N0 dependen de y, , serd: |2Xi _ ],
Y,

por lo tanto: en P'(X? ..., X2, y3) es

L A &, | T
&> Fh F o

OF,
Pero por (F): &y, oy,
oy, = on
oy,

y reemplazando esta expresion en la anterior, queda :

11




expresion que existe y es distinta de cero en P(X7,...,X%,y3).

Pero las hip6tesis 1y 2 de este teorema juntamente con € G - genPyconkE,
nos aseguran que:

Y,

determina una funcion

|y2 = T, (X5 X575 .- Xn)l
que es Unica, continua y diferenciable y que cumple

0

0 0 0
Yo =Fo (X0 X500 X5).
Si reemplazamos Y, = T, (X;; X,;...; X,,) en la expresion (E) para y; ,tendremos:
Y. = g[xl; Xos e Xy, fz(xl; Xz;---;xn)] = fl(Xl; X35 "';Xn)
que resulta tunica continua , diferenciable y cumple

V3 = 00 X X7, ¥5) = GXF X3 XD T O X0) | = Fy (67 X)

Reuniendo estas expresiones resulta la solucion buscada :
(X3 X55-05%,)
o (X553

{yl
Yo D )
Calcularemos ahora las derivadas de y; e y, con respecto a cada una de las xx. Partimos del sistema:

{Fl(xl:xz:---:xn:yl;yz) =0

FZ(Xl;XZ;"';Xn;yl;yZ) =0

12
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oG a1 3J
= Vo = = P




y derivando (como funcion compuesta), cada una de ellas respecto de las Xy , (teniendo en cuenta
que estas son independientes, todas las derivadas de la forma

OX ; ) )
son nulas para todo j # k se obtiene:
OX
OF ,OF 2y,  OF 2y, o
Xy Y, Xy Y, X,
OF, OF, 2y, JIF 2y,
I X\ Y, X, Y, X
donde las incdgnitas son Ya ; Yz
OX, OX,

Pasando en cada ecuacion los términos independientes al segundo miembro, se tiene:

R 2y, N ok 2y, K

0”y1'0"xk Y, IX, I X,
2F, ) Y, N F, .o”yz __é’FZ

Y, X, 2y, IX, I Xy

que es un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incognitas, y que puede resolverse por la regla
de CRAMER siempre que el determinante de los coeficientes sea distinto de cero, o sea, siempre

OF, OF,

que: 8)/1 8>/2
oF, oF |T°

Y. oY,

cosa que ocurre, ya que este determinante es el JACOBIANO antes visto y por hipdtesis es = 0 en el
punto P .Resolviendo el sistema anterior, tendremos:

SFE ©R
Xy Y,

_ K oK ERAGH Y R GHYY
Y, _ X Yo | PG Ye) . P0G YR)
S X, J J A Gy,
IY1iY2)
AoF OF,
2y, OX,
F 2K | I(RR) 2(RiR)
Y, _ Y, I Xy _ Y1 Xy) z_é’(YﬁXk)
X, J J AGHPY.
2(Y11Y2)

Habréa n derivadas de cada una de las funciones y; ; y, para k = 1;....;n.
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Calculamos ahora las diferenciales dy;,dy,. Diferenciando el sistema F;=0, F,=0 , sera:

@-dx +...+ﬁ~dx +@-dyl+ oFK -dy, =0
ox, 1 ax, n gy, aY,

OF: s PP gy P g PR g g
ox, 1 IX, n- oy, "1 2dy, 2

2 F S F n 2k

oy, it Sy Y2 =T, = 5%, A
oF, oF __ 8 75
= dy1+5y2 dy, = kzzlé’xk dx,

que también siempre en el punto P puede resolverse en dy;, dy, como antes, por CRAMER.
SISTEMAS DE M FUNCIONES IMPLICITAS.

Deseamos estudiar condiciones bajo las cuales el sistema de m ecuaciones con n+m variables:

cuales son las propiedades de las f; en relacion con aquellas de las Fj (i, j =1,...,m).

TEOREMA 4

Si las F (R:¥ ), parai = 1;...:m, son m funciones de m+n variables que cumplen con las
siguientes condiciones:

R &Ko =0 ;
19) 2 (Ro: ¥o) (existe solucion inicial)para algun punto P(k}o’yo) eR™

2°) Las Fi (Q, 9) admiten derivadas parciales de primer orden en un entorno del punto P(yoitjjo) .

OF, oF,
0 -
3°) , _ oF:iF;:.5FR) |8y, ov.| _ o enoncesse puede determinar
P oYY Y m) Sl Eles
Y, Y mlp

14




1 2
X < X, < Xipe

Vi <Y, <VYj

en el cual el sistema de ecuaciones F=0(i=1,...,m) determina una solucion y;=fj(Xa,....Xn), (j=1,...,m)
que es unica. Se cumple que y? = fj (xf,..., xﬂ) (j=1,...,m) y que en el intervalo mencionado.
Ademas las funciones son continuas, diferenciables e independientes siendo las derivadas

un entorno que contiene al punto P. { k=1,..,n, J=1,..m,

ijl’n_’m, 7l (SR i Fn) Zd (ST iFL)
FYi _ Wi X Ym) o PV Xk Y m)
VK:].,-..er éyxk — ;(Fl;K; Fm) — - JK
Y133 Ym)

La demostracion de este teorema es analoga a la del teorema 11y por ello no la haremos aqui.
APLICACIONES DE LOS TEOREMAS DE FUNCIONES IMPLICITAS

FUNCION INVERSA:

Consideremos una funcion de una variable independiente y=f(x).

Vamos a mostrar como se puede utilizar el Teorema 1 de funciones implicitas para determinar
condiciones bajo las cuales existira la funcion inversa x=g(y), cuales son sus propiedades y como
calcular su derivada.

Teorema 5:
Si y=f(x) es una funcion continua con derivada continua, y existe un punto X=xq con yq =f(xg) » f*

(Xg) #0 (1) ,entonces es posible determinar un entorno que contiene al punto X=X en el cual

y=f(x) define la funcion inversa x=g(y). Esta funcién es continua y derivable siendo su derivada

dx 1
@ = W , en todo punto del entorno mencionado en el cual sea f'' (x) #0

dx
Demostracion: formemos la siguiente funcion auxiliar F(x,y) =y -f(X) (2)

Si en esta expresion reemplazamos X por Xo € y por Yo ; teniendo en cuenta (1) se obtiene
F(xo;Y0) =0 (3)

Ademas, como f(x) es continua y con derivada continua, resulta que

Fx (X)y); Fy (x,y) (4) existen y son continuas, puesto que Fy (Xy)=-f" (x), Fy (xy)=1
(que se obtienen derivando (2)).

Pero Fy (Xo,Yo) = - f' ' (Xo) #0  por hipotesis. Esto Gltimo, juntamente con (3) y (4) ,nos asegura por

el Teorema 1, que existe X = g (y), que es Unica, continua Y derivable, definida por F(x,y)=y-
f(x)=0 en un entorno del punto P(Xo,Yo),siendo:
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dx _ BOsy) 1 1 1 osea abx 1
dy Fx(X,¥Y) —f'(x) (%) dy ay
dx dx

con lo cual queda demostrado el Teorema 5.

Obsérvese que este Teorema no nos informa sobre la forma explicita de la funcion inversa x=g(y),
sino que, nos suministra condiciones bajo las cuales seguro existe ésta y cuales son sus propiedades
en relacion con las de y=f(x).

Notese que y=f(x) puede interpretarse como una transformacion T: X -->y, y cuando existe inversa
x =g(y), se tendra la transformacion inversa T™y -->x

0 R34
.........

TRANSFORMACION INVERSA

Consideremos ahora el caso de un sistema de funciones o transformaciéon de la forma
u = X, ¥Y)

T:f ®0.Y) @
v = wy(Xx,y)

Cabe preguntarse bajo que supuestos existira la transformacion inversa

T — {X = f(u.v) (6) en cuyo caso se tendria graficamente:
y =g(u,v)

) T{uo = (P(XO!yo) Z
Vo = \V(Xo'yo) T
{EA7S) R s P (Uo\Vo)
v % Vo |

o
S
PEASE
. H
ws H
-----

.
.
“~
e,
-------------
.............................

palxe=fluevy) T
Yo =9(Uq,V,)

[

[
»

Xo X Uo u

Teorema 6: Si las funciones U = @(X,Y), V=y(X,Y) pertenecen a la clase C1 (es decir
son continuas y con derivadas primeras continuas.) y existe un punto P(X,,Yo) con
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{u" =0(XoYo) () y el JacobianoenP J= (P, w) _ Mio,
Vv, =w(X,,Y,) o(x, ¥), (<. y)p

entonces se puede determinar un entorno que contenga al punto P, en el cual la transformacion (5)
admite inversa (6)

Las funciones X = f(U, V) NY = g(u, V) son diferenciables.
Demostracion: Formemos el sistema de funciones auxiliares.

{Fl(u’ Veayy= W =alboy) ey
F(u,v,x,y)=v —w(x,y)

Si reemplazamos u,v,X,Yy Por Ue,Vo,Xo,Yo respectivamente en (7) y tenemos en cuenta (A)

ObtenemOS {Fl(uo’vo’ Xo’ yO)= uo_(P(Xo’ y0)= 01 (8)
Fz(uo'vo’xo’yo): VO _‘V(Xo’yo): O.

Derivando (7) se tiene:

oF oF oF oF
1 . 1 . 1 . 1
— , b e , , —— — — = = O’
OX Px < y) oy (Py(X y) ou = ov
©)
oF oF oF oF
2 . 2 . 2 . 2
- = — ] h T~ — — ] ] = 01 =
ox WX(X y) oy \Ify(X y) ou ov =

y como las funciones U = (p(x,y)/\v = \|1(X,y) pertenecen a la clase C1 por hipétesis,
resulta que F, y F, también pertenecen ala clase ct

Finalmente, el Jacobiano de F; y F, respecto de x e y es:

o R | oo o9 [0p O
oF.F)_(FRLF)_|ox oy | _|"ox oy _|ox oy _olow)_ (o) (10)
a(x,y) (x,y) |oF, oF,| | 0¥ oyl Oy 9y a(x,y)  (x,y)

OX oy OX oy ox oy

siendo por hipotesis este Jacobiano en el punto P distinto de cero.

o(F.F,)

o(x,y),
nos aseguran ( Teorema 3 ) que existe el sistema:

{x:f(u,v),

y =9d(u,v),

Esta Gltima condicién, o sea # 0 , juntamente con (8) y que F, y F, sean de la clase ct

(11)  definido por {Fl =u-—@(XYy) =0,
F,=v—y(x,y)=0,
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en un entorno del punto (uo,Vo,Xo,Yo) €l cual esta formado por dos funciones que son continuas,
independientes y diferenciables, siendo sus derivadas:

oFuFz) L —er o(F1, F2) 0 —oy
ox__oluy) _ 0 —wi_ —wy_wy ox o(v,y) 1 —wyy ®y
ou  oFF) (RF) 3 v o(FLF2) ~ lex oy 3

a(x,y) (x,y) o(x,y) wx

o F) oy, Fs )
oy _ 20w wx oy o). wx
ou o(F.Fo)  — 3 ov - T a(FLF) T
o<, y) o0<, ¥)

Este teorema informa sobre condiciones bajo las cuales seguro existe (6) y cuales son sus
propiedades en relacién con las de (5), pero en general no proporciona la forma explicitamente (6).

La generalizacion para un sistema de n funciones de n variables se realiza mediante un

procedimiento similar Condiciones suficientes para la existencia de la transformacion inversa se
expresan en un teorema analogo a los anteriores.

TRANSFORMACION DE COORDENADAS

Hemos estudiado los sistemas de la forma

. {U = p(x,y)

vV =wy(x,y)

x = f(u,v)
y = g(u,vVv)

ysuinversa T-1 {

Es evidente que estos pueden interpretarse como cambios de coordenadas en el plano.

El hecho fundamental concerniente a los cambios de coordenadas es obviamente la
inversibilidad o sea la biunicidad de la correspondiente transformacion, esto es que, a cada punto
de un espacio le corresponde uno y solo uno del espacio transformado.

Por el Teorema 6, este problema de decidir si un sistema dado de funciones define o no un
cambio de coordenadas queda resuelto afirmativamente cuando:

1) las funciones son de la clase C', y
2) el Jacobiano de la transformacién es distinto de cero en todo punto de la regidn considerada.

Puesto que entonces vimos que existe la transformacion inversa.
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Consideremos ahora algunos hechos generales referentes en primer término a los cambios de
coordenadas en el plano definido por:

a2 T {u B (P(X'y) ysuinversa T-1 {X B f(u,v) (13)

V=y(xy) y=9(u,v)
Cuando se dan las coordenadas (x,,y,) de un punto P, respecto de un sistema de coordenadas
cartesianas "x,y”, lo que en realidad se hace es fijar la posicion de P; como interseccion de las
rectas X=X, ;y=y, .
u=o(xy,y),

V= W(Xl J y)’
una curva en el plano "u,v", con pardmetro "y" ya que x=constante.
De modo que a la recta x=x, del plano "x,y" le corresponde una curva del plano "u,v"

Pero al fijar x=x1 , (12) queda { que representan las ecuaciones paramétricas de

Y=Y1 =5

X=X1

v

v

0 X=X1 X 0 u

Analogamente, al fijar la ordenada y=y, obtenemos las ecuaciones paramétricas de otra curva del
plano "u,v’, con pardmetro "x", ya que y =constante. De manera que a la recta y=y,del plano
(x,y) le corresponde otra curva en el plano "u,v". Entonces al punto P1 , que en el plano "x,y" es la
interseccion de las rectas x=x, ; y=Y,, le corresponde en el plano "u,v" el punto P'q , que es la

interseccion de las curvas respectivas mencionadas.

En general, a la familia de rectas X=c, ; X=c, ;...; X=Cp del plano “x,y” - |€ corresponde una familia
de curvas en el plano "u,v".Andlogamente, a la familia de rectas del plano “x,y” y=k, ; y=K, ..y=kp
le corresponde otra familia de curvas en el plano “u,v”.Reciprocamente, a la familia de rectas u=u,;
U=U,...U=Up del plano™u,v”, l& corresponde una familia de curvas en el plano "x,y", al igual que a la
familia de rectas del plano “u,v’ v=v,; V=V, ..v=vp le corresponde otra familia de curvas en el

plano "x,y"

Transformacién de Coordenadas Cartesianas (x,y) a Coordenadas Polares (f: @ )

A
r =0

s o=0l

ra
r

v

v
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A
y
P(x,
S oY) 0<r<+oo
0<a<?2]]
;
Jo?
0 . >
X X
X = r.cosa (x,y) = = cos o r.sen o
X, —r.
y=r.sena J Lo G = =
(r,aa) |9y O9Y| sena r.cosa
or oo
2 2 ..
=r.cos a+rsena=r=#0  entodo punto distinto del O (0,0)
_ r=+-/x%+y?
Geométricamente vemos que es : Yy

o = arctg =
X

Cambios de coordenadas en el Espacio :

En el espacio podemos hacer consideraciones similares a las efectuadas en el plano Interpretemos
geométricamente algunos hecho generales referentes a los cambios de coordenadas definidos por:

u= (X,y,2) x =f(u,v,w)
T:iv=w(xy,z) (14) ysuinversa T*Jy =g(u,v,w) (15)
w=(XY,2) z=h(u,v,w)

Cuando se dan las coordenadas (x,,y,,z,) de un punto P1 respecto a un sistema de coordenadas
cartesianas, lo que en realidad se hace es fijar la posicion de P1 como interseccion de los tres planos
X=X, ; Y=Y, ; z=z, Pero al fijar x=xy, el sistema (14) adopta la forma de las ecuaciones parametricas
de una superficie en el espacio "u,v,w" De modo que al plano x=x, del espacio "x,y,z", le

corresponde una superficie en el espacio "u,v,w".Las mismas consideraciones se pueden realizar
respecto a los planos y=y, y z=z

Asial punto P, (x,y,,z,) del espacio "X,y,z" le corresponde el punto P’de interseccion de las
mencionadas tres superficies en el espacio "u,v,w".
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COORDENADAS SEMIPOLARES O CILINDRICAS: 1, o,z

Z A P_
0<r<+w
z 0<a<2n
X V; -0 < Z < +oo
/é r
ol
X k
/ v
X = r.cosa. "=+xm (x,y,2) coso —r.senao
- _ J—""""L —lsena [r.cosa
T{y =r.sena T1 oc:arctgl (r,oc,z)
7=12 X 0 0
zZ =27
J=r=0

en todo punto no situado sobre el eje z.

JACOBIANO DE UN PRODUCTO O COMPOSICION DE TRANSFORMACIONES
Consideremos la siguiente transformacion:
Y1 = f1(X1’ XKosarans Xn)

E Yo =0, %5, Xn) , (16) Cuyo Jacobiano es:

12 YaYern¥n) _ 01.Y2,nYn) gy
T (%0, X5,..,%n) (X1, X5, X0 )]

y supongamos que las variables x; dependen de otras t; variables, es decir:

x4 :gl(tl’tz -------- tn)
X, =gz2(ty,t,,..... ,t,) (18) cuyo Jacobiano es:
Xn _gn(tl t2 """" tn)
5, 3 Gt Xa X)) 00 X e (19
(t,to,..., t,) ot t,,.....t,

Hagamos ahora el producto de los jacobianos 1y 2 (17) y (19)
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oy, oy, | |O%, oX,| Ay a,

ax, x| [at, o
ygety) dggy) |7 I i 2
8(x1,x2, ..... ,xn) atl,tz, ..... ,tn) oy, oy | lox. ox. .

ox, x| ot 2, o .

Recordando la forma como se realiza el producto de matrices obtenemos:

all=6y1_6x1+8y1_6x2+8y1+ ...... +6y1_8xn
oxX, ot, oOx, ot OX; ox, ot
Pero la sumatoria es Ny . Luego a, = Y , Y .en general
1 atl
. OX . OX . OX :
ay = i —L4 i R o — = i , resultado que reemplazado en (20) da:
ox, ot; 0Ox, ot OX, Of; i
oY, oY, oY,
a;, = PP a, oty ot, ot
L = = T as, . 8)/2 a>/2 ______ a)/2
JiJdo = = | oty ot ot
Elgn  Egmenan-oe Qnn|  OYn OY. oy
oty ot, T ot

Notemos que el segundo miembro resulta ser el jacobiano de la transformacion producto o
composicionde FyG: F. G.

Vale decir que el Jacobiano del producto o composicion de dos transformaciones es igual al
producto de los jacobianos de cada una de ellas. Como el producto de transformaciones no es, en

general, conmutativo, hay que tener en cuenta el orden. Veamos ahora el caso particular en que
—> —>

y =t osea: y=t;y, =t ... Yn=tn
Resulta entonces que el producto de las transformaciones (18) y (16) da como resultado la
transformacion identidad. Por lo tanto, por definicion de transformacion inversa, (18) es la inversa

de (16) o sea c=F1.

Y _fl(X1'X21 ---- » X ) sud = gl(yl’ y2! ----- ,yn)
FrlY2 —fz(Xl,Xz, ..... ,xn) , F1 X2 = 92(y1, V2, - ,yn)
yn _fn(xl’xz’ ----- ’Xn) S = gn(yl’ y21 ----- ,yn)
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Haciendo el producto de los jacobianos, tenemos:

a;, Ape a,
J(y11y21 ----- ’yn).‘](xl’xzi ----- ’Xn):a21 Eppn aZn:a(yliyZ! ----- yn)'a(xlixb ----- Xa)
(X X Xy ) (Vg Ygreen V) reeee evveevriiins e O(Xy, Xg Xy ) O(Yy, Vg Yy
an1 an2 """" ann

en donde, segun vimos, es:

i oYi n O oy
ay.aX1+ y.6X2+ ...... +8y1.8x = y1=1 a, = _>+=0,
OX1 0y1 OX2 Oy OXn OYy1 OY1 oy,

ail =

ya que y, no depende de y,

Entonces, todos los aj; seran iguales a cero para I # ],y cuando i=j a; =1 Asi es:

1 O O O ... (0]
Y1 YaseYn) Xy, Xp,mX,) 01 0 0 L 0 _q de donde:
O(Xy, Xy X)) (Y1, YareeVn)

O 0O O o0 .. 1

OY1:Y2:0Yn) O(Xa, X000 X)) _ 4
O(Xy, Xpsees Xy ) Y1, Y2ies ¥in)

Luego :

i
5(Xy. X 50X )

O(Yi:Y2r-s¥Yn)

O(Vi:YaorrVn
O(X,, X5 ey, X,

) _
)

lo que nos dice que el jacobiano de la transformacion inversa de una transformacién es igual al
inverso del jacobiano de la transformacion original, si esta admite inversa.

23




