CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 11
TEMA N°9 (Ultima modificacion 8-7-2015)
INTEGRALES CURVILINEAS, DE SUPERFICIE Y DE VOLUMEN

Solo consideraremos el caso de integrales curvilineas a lo largo de curvas planas. Es decir
curvas continuas que consisten en un namero finito de arcos en cada uno de los cuales la
tangente varia continuamente.

Sea z = f(x,y) una funcién y C una curva continua, que une los puntos Ay B (z= f(x,y) no
tiene ninguna relacién con la ecuacion de la curva C y no es méas que una funcion definida en
cada punto de la porcion de la curva C que se considera).
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Dividase el arco de C entre A y B en “n” segmentos As; cuyas proyecciones sobre los ejes x e
y son respectivamente Ax; ; Ay; Yy sean (&;, m;) las coordenadas de un punto cualquiera del
segmento AS;.

Realizamos ahora los siguientes productos: f(&;, n:) . Axi ; fEi, i) . Ay; 5 fEi, M) . AS; Y
hacemos las sumas para todas las subdivisiones del arco AB, luego tendremos

n N N
Zf(sini)'Axi . Zf(sini)-Ayi . Zf(sini)'ASi
=1 =1 =1

Los limites de estas sumas cuando cada As; . Ax; ; Ay; tienden a cero, se llaman integrales

curvilineas y se escriben respectivamente: Icf (x,y).dx;; Icf (x,y)dy ; Icf (x,y)ds

En estas definiciones, Ax; ; Ay; son valores con signo, en tanto As; es intrinsecamente positivo.
Las siguientes propiedades:

B B .
a)jA C.O(t).dt = c,jA@(t),dt siendo C = constante

b) jAB [@1(t) £+ @2(1).]dt = jfgl(t).dt + IE@z(t).dt




B A
c)jA@(t).dt = —jB &3(t).dt

P B B
d)jAg(t).dH jP @(t).dt:jAQ(t).dt

Son igualmente validas para las integrales curvilineas de los dos primeros tipos, siempre que
para cada formula la curva que une A con B siga siendo la misma.

Por otra parte las integrales del tercer tipo, si bien tienen las propiedades a) y b) no tienen la
c) ya que en efecto '[AB\f(X, s = J'é‘f(X, Vel

Ademas la propiedad d) vale para estas integrales si y solo si, P esta entre Ay B sobre el

camino de integracion.
Las integrales definidas ordinarias del calculo elemental no son mas que integrales
curvilineas en que la curva C es el eje x , y el integrando es una funcién de x solamente.

INTERPRETACION GRAFICA

Como en el caso de las integrales ordinarias, es posible interpretar una integral curvilinea
como area. Si se piensa que z = f(x,y) define en el espacio una superficie. La superficie
vertical que tiene por directriz el arco AB cortara a la superficie z = f(X,y) segun una cierta
curva PQ.

El producto f(&;, ;) . As; es aproximadamente el area de la banda vertical de esta porcion de

n
superficie que se encuentra sobre la base elemental As; ; y la suma z f(g;,m;).As; €S
i—1

aproximadamente igual al area ABQP y en el limite la integral ¢ f(x,y).ds , da esta area
exactamente.




De manera analoga, el producto f(§;, n;) . Ax; es aproximadamente el area de la proyeccion
sobre el plano xz de la faja vertical de base As;, y la suma para i= 1 a n representa el area
aproximada de esta proyeccion A'B'Q'P' sobre el plano xz, y la ¢ f(x,y) dx , da esta area.

De igual modo se puede representar el &rea de la proyeccion de ABQP sobre el plano yz
mediante la | f(x,y).dy.

EJEMPLO

Calcular las integrales curvilineas de la
funcion z = f(x,y) = x + y + 1 sobre el
camino dado por y = x entre los puntos
A(1; 1) y B(3; 3).

Como la funcion f(xy) = x +y + 1 P
representa un plano, la proyeccion del ” p”
camino de integracion y = x sobre este >

plano nos representa la recta PQ, con lo 7
que nos queda formado el trapecio ABQP
cuyas proyecciones sobre los planos xz e -
yz también representaran dos trapecios.

Calculando las areas de estos dos trapecios seran

§,=3%7 510 :5,-3" " 510 ; 5,-3%7 Jg-1414
2 2 2

Calculemos ahora aplicando el concepto de integral curvilinea.
3 3 3
S =jf(x, y).dx= Il (X+y+1).dx =I1 (X +Xx+1).dx =I1 (2x+1).dx = [X2+Xf= (9+3)-(1+1) =10

s, =jf(x,y)dy=jf(x+y+1).dy=jf(2y+1)-dy=[y2+y]f=1°

S3=If(x,y)ds: J (X+y+1).ds Esta integral la podemos calcular tanto para x como para y.

C C

dSZ\/dX2 +dy? =\/dX2 +dx? =\/2.dX2 =+/2.dx ya que dx=dy por ser x=y luego
3 3

If(x, y)ds = jl (X +y+1)/2.dx = ﬁjl (2x +1).dx = +/2.10 =14,14

resultado que concuerda con los que habiamos calculado anteriormente.

EXTENSION A FUNCIONES DE TRES VARIABLES

Los conceptos vistos anteriormente son facilmente generalizados para funciones de tres
variables. Sea u = f(x,y,z2) una funcién continua y sea C una curva continua que une los
puntos Ay B en el espacio.




Dividamos el arco AB en “n” subintervalos AS; Cuyas proyecciones sobre los ejes coordenados
son AX; ; Ay ; Aziy Pi (& ; mi; i) un punto genérico de cada As;. Calculamos el valor de
u = f(x,y,z) en cada uno de estos puntos P; y se forman las sumas

n n n n
Zf(si!ni1(Pi)'AXi ; Zf(gi’ni!q)i)'Ayi ; Zf(gilni!q)i)'AZi; Zf(gwni’q)i)'ASi

=1 =1 1=1 1=1
Los limites de estas sumas al tender “n” a infinito de tal manera que la longitud de cada As;
tienda a cero, define las respectivas integrales curvilineas.

J.f(x,y,z).dx ; J'f(x,y,z).dy ; If(x,y,z).dz ;_ff(x,y,z).ds

INTEGRALES CURVILINEAS INDEPENDIENTES DEL CAMINO DE INTEGRACION
Una expresion de la forma P(x,y) dx + Q(X,y) dy es una diferencial exacta si existe una
funcion u(x,y) tal que

a—U:P /\a—U:Q es decir dU=P(X,y).dx+Q(X,y).dy
OX oy

En este caso la funcion U recibe el nombre de funcién potencial del par de funciones P(x,y) y
Q(x,y). En este caso, decimos que la integral curvilinea [c P(x,y) dx + Q(x,y) dy es

independiente del camino de integracion. Para que ello ocurra debera ser

) L 0°U P 0Q
= a que por ser dU=P(x, y).dx+Q(x,y).dy sera =— - < |
- ox ya que p (x,y).dx+Q(x,y).dy e o uego

d)
)

B(c,d B(c,
P(x,Y)dx+Q(x,y).dy = A((: b; P(x; ) dx + Q(x;y>.dy=jA((: dU = [U(x YRES) = U(e,d)-U(a,b)

gue nos muestra que este resultado es independiente del camino de integracion y que solo
depende de las coordenadas de los puntos extremos.

CIRCULACION

Si una fuerza f = f(x;y;z) = P(X;y;2) i + Q(X;y;2) ] + R(X;y;z) k esta definida en todos los
puntos del espacio, o de un cierto recinto, tendremos un campo de fuerzas. También podemos
considerar un campo de velocidades en el movimiento de un fluido o de intensidades en la
conduccion de electricidad, etc.

En general conviene considerar independientemente del vector f, un campo vectorial que
puede darse mediante tres funciones P(X;y;z) ; Q(X;y;z) ; R(x;y;z). Estas funciones pueden
también depender del tiempo t; si son independientes del tiempo el campo se define
estacionario.

Si en el campo vectorial consideramos un arco de curva AB tendremos un vector del campo
aplicado a cada uno de sus puntos y podremos considerar la integral curvilinea

[ag P.dx + Q.dy + R.dz = [ag f.dP yaque f=P.i+Qj+Rk y dP=dxi+dyj+dzk

Esta integral curvilinea se llama circulacion del vector f a lo largo del arco AB. En este
caso de un campo de fuerzas, esta integral representa el trabajo de la fuerza f sobre una
particula que se desplaza a lo largo del arco AB.




CAMPOS CONSERVATIVOS

El calculo de la circulacion requiere en general conocer el camino y este en general no se
conoce. De esto surge la importancia de los campos conservativos que son aquellos en los
cuales la circulacion entre dos puntos no depende del camino que los une. En tal caso, fijado
el punto My(Xo;Yo:Zo), para cada punto M la circulacién fyomP.dx+Q.dy+R.dz=U(x;y;z) =
U(M) Esta funcion U representa el potencial del campo conservativo. Este potencial

determina el campo ya que

0 sea que f = grad U de donde surge que la componente del campo conservativo en una

direccion cualquiera es igual a la derivada del potencial en esa direccion.

Por otra parte si existe en un recinto simplemente conexo una funcion uniforme ¢ = o(X;y;z)

tal que Pza—q) ; (928_(p ‘R _%¢
OX oy oz

conservativo y ¢ un potencial del mismo.

siendo P ; Q ; R continuas, es f = grad ¢ un campo

INTEGRALES DE SUPERFICIE Y DE VOLUMEN
Sea u = f(x;y;z) una funcion continua y sea S una superficie
regular (o sea aquella superficie que se puede subdividir por
un numero finitos de curvas en porciones cada una de las
cuales es orientable y por lo tanto lisa) en la region de
definicion  def.

Subdividimos S de una manera cualquiera en “n” elementos
As; , y en cada elemento de superficie elegimos un punto
arbitrario  P; (&, mi, ;). Por ultimo calculamos f(x;y;z)
en cada uno de los puntos P;. Formamos la suma de los
productos f(X;; V;; zj) por AS;

n n
Z:f(xi,yi,zi).Asi CON X; =g Yi=m; z=¢; My 0 Zf(xi'yiizi)-ASi = ”Sf(x,y,z).ds
i=1 i=1

Anélogamente, dada una funcion u = f(x;y;z) en una regién del espacio V, se puede dividir V
en subregiones cualesquiera AV; , calcular luego f en un punto arbitrario P; (&, i, i) en

n

cada AV y formar la suma Zf(si,ni,(pi yAV; el limite al tender los elementos AV; a cero, es
i=1

la integral de volumen [fy, f(x;y;z).dV

TEOREMAS INTEGRALES
LEMA DE GREEN
Si R es una region plana limitada por un numero finito de curvas simples cerradas y si U(X;y)

S V(XY) ; % ~ ‘Z_V son continuas en todo punto de R y de su contorno, entonces
X




J'de+ V.dy — _U(———)dxdy

Estas formulas determinan la relacion entre la integral doble extendida en R y la integral
curvilinea a lo largo de la frontera C de R.

DEMOSTRACION y

Suponemos primero que el contorno de R es
una curva simple unica C, con la propiedad
que toda paralela a uno de los ejes
coordenados la corta a lo méas en dos puntos
y tracemos las paralelas a los ejes que
circunscriben a C. Entonces los arcos P,P1P,
y  P4P3P, definen funciones uniformes de x
que llamaremos y=f; (xX) y y=f, (X)
respectivamente.

Anélogamente los arcos P,P,P; y P;P5P;
definen funciones uniformes de y que
Ilamaremos g; (Y) y 9, (y) respectivamente.

v

Considerando ahora: | 11 = _f_f— dx .dy

Para efectuar esta integracion sobre R basta integrar con respecto a x desde el arco P,P,P;
hasta el arco P,P,P3 y luego integrar con respecto a y entre ¢ y d asi

x=g2(yY) oV az2(y)
'1_-f Jx x—gi(y) ox W = -f [vo y)]gl(y)dy:

:J"C [V(gz(y);y)]dy—jﬁv(gl(y);y)]dyz

— dV > d CV ; d
_J'C [g2(¥): Y] y+_fcI [91(y); yldy

. . . . . d
= la primera de estas integrales es precisamente la integral curvilinea ICV(x;y).dy alo

largo del camino x = g, (y) desde P; a P; pasando por P, y la segunda es también la misma
integral curvilinea a lo largo de x = g; (y) en la direccion P; a P, pasando por P,. Juntas
forman la integral curvilinea de V(x;y) a lo largo de la curva C luego

Leaaday sl Ve y)dy‘ ®

Asi mismo se demuestra que




[ 22 ayax = [0 [0 90 ayax

.UR_ dx.dy

b i b b b
I [U(X y)]ff((:)) J'a U[x: F2(x)].dx — ja U[x: F1(x)].dx = — Is U[x: F2(x)].dx — Ia U[x: F1(x)].dx

La primera de estas integrales, no es mas que la opuesta de la integral curvilinea de U(X;y) a
lo largo de y = f, (X) en la direccion de P, a P, pasando por P;. La segunda es la opuesta de la
integral de U(x;y) a lo largo de y = f; (x) de P4 a P,.

Juntas dan la integral curvilinea de U(X;y) a todo lo largo de C es decir

”—dy dx =— I U(x,y)dx (2) Restando (1) de (2) y ordenando términos obtenemos:

oV ouU

J'de+ V.dy— jf(———)dxdy

Este resultado puede ser generalizado a regiones cuyos
contornos no cumplen con la condicion de que toda
paralela a uno de los ejes coordenados la corte a lo mas en
dos puntos. Por ejemplo la regiéon R se puede subdividir en
subregiones R; cuyos contornos C; poseen esta propiedad.
Sumando los resultados se obtiene el Lema de GREEN
para la region general R. EIl sentido en que hay que
integrar a lo largo de C para que se verifique el Lema de
Green se caracteriza porque un observador que se mueve a
lo largo de C, tiene siempre el interior de la regién R a su
izquierda. Este sentido se dice sentido positivo de
recorrido de C. Ver figura

TEOREMA DE LA DIVERGENCIA
Si la funcidn vectorial A(x;y;z) y V.A son continuas sobre la superficie cerrada regular Sy en
su interior V, y si n es el vector unitario normal a S en cada punto y dirigido hacia el exterior
de S entonces: [fs A.nds = [ffy, V.A.dv

DEMOSTRACION
Suponemos que S es una region cerrada tal que ninguna recta paralela a uno de los ejes
coordenados la corta en mas de dos puntos. Si A=u.i+v.j+w.k tendremos

(ui+v.j+w.k).ndsS = ( 8v 6\N)dVosea
JL I8 & o2

—dV)
oz

-”.S(u iNndS + v.j.NndS + w.k.ndS) = J-J-_[/(_dv —dV




S£ =

_dS

\n
A\

W

=|1|.|]1|-cos(e)

Comprobaremos esta igualdad, a través de la igualdad de las integrales correspondientes en

ambos miembros es decir _” u.i.n.ds = IIL— dV 'y asi sucesivamente.

Primero consideraremos _”;Wk nds = _f,”; av

Como se ha supuesto que ninguna paralela a los ejes coordenados, corta a S en méas de dos
puntos, se sigue en particular que S es una superficie que tiene dos valores sobre su
proyeccion en el plano xy, por lo tanto, se la puede considerar como formada por una mitad
superior y una mitad inferior, S, y S; respectivamente.

si se toma dv = dx dy dz y se efectla primero la integracion con respecto a z sera:

Il [: L dzdxdy = [ [[w]g dxdy=[[[w(s,) - wspldxdy @

Donde naturalmente x e y recorren el area del plano xy que es la proyeccion de S.
Ademas los elementos dS; y dS, se pueden definir de modo que tengan dx dy como
proyeccion comun sobre el plano xy (como aparece en la figura)

Por ser n el vector unitario normal; serd k.n; y k.n , los cosenos de los angulos entre la normal
k y el plano xy, es decir que numéricamente representan los cosenos de los angulos segun los
cuales se proyecta dS; y dS, sobre el elemento dx.dy . O sea: dx.dy =- k.n,.dS;=k.n ,.dS,
donde el valor de k . n; es negativo por la orientacion hacia z(-) de n; .

Reemplazando estos valoresen (1) (dxdy= -k.n;.dS;=k.n,.dS,) seréa:

I I I %.dv — J' LW(SZ)dx.dy— J' LW(Sl)dx.dy — I LW(Sz)k.nZdSZ + I W(S;)k.n,dS, =
VvV

= {[s w.k.n.dS




Dado que S; y S, forman la superficie cerrada S ya que N es perpendicular a k en todos los
puntos de la superficie lateral y por lo tanto sobre la misma [fs w.k.N.dS=0

De igual forma se demuestra para los otros términos y sumando ambos miembros se obtiene

jL(u indS + v.jndS + w.k.ndS) = HL(—dv —dV+—)dV

J.J;(K.n.dS) — -”"[/ (VA)dV ‘

TEOREMA DE STOKES (O DEL ROTACIONAL)

Sea S una superficie del E; , cerrada por una curva simple C, cuyas proyecciones sobre los
planos coordenados son regiones cerradas por curvas simples y supongamos ademas que
dicha superficie S puede ser representada por una funcion diferenciable de cualquiera de las
siguientes formas : z=f(x,y) , y=0(X,z) , 0 x=h(y,2)

Sea ademas F = Fi + F,j +F3k una funcion vectorial que posee derivadas parciales de
primer orden continuas en una regién del espacio que contiene a S

“ La integral curvilinea de la componente del vector F, en direccion al vector tangente a
la curva C, sobre la curva cerrada, en sentido directo, es igual a la integral de superficie
de la componente del rotacional de F en direccion normal a S ”

n C

: J'CE JdF = H(rotlE).ﬁ ds .
S

Corresponde aclarar : R

1. Se entiende por sentido directo en el recorrido de la curva C, el que resulta dextrogiro respecto de la normal
a la superficie S. En este caso el recorrido correspondiente a la proyeccion de la curva C, sobre el plano z=0
resulta directo.

2. Si se considera la integral de superficie correspondiente a la cara opuesta de S, al recorrer la curva C en
sentido dextrdgiro respecto de la normal, se invierte el sentido de recorrido sobre la proyeccién C”. Por lo
tanto la integral doble sobre la cara opuesta de S tiene signo opuesto a la integral sobre S.

3. La integral sobre la superficie S, al reducirse por el teorema de Stokes a una integral sobre el contorno C,
toma el mismo valor para cualquier superficie que tenga el mismo contorno, siempre que se verifiquen las
condiciones de la hipdtesis.

Demostracion :
Aplicando las propiedades distributivas del rotacional y del producto escalar respecto de la
suma, es posible descomponer la integral de superficie en la forma siguiente :




”(rotl_:).ﬁdS:”(rot F.i).nds +”(rot F.i)-nds+ jj(rot F.,k).ndS

Calcularemos el primer término, teniendo en cuenta que F1 es la componente respecto de x y
que los otros términos para el calculo del rotor son iguales a cero (F, y F3)

— OF, - OF, o - ] ] =
_LI(rotFll).ndS=Lf(6—EJ—a—l):/k)nd8=£j(a—|§jn—a—5k.n)d8 1)

— T 3 i . ., , al‘ = 8 Z —
Porser T=X1+Yj+zK el vector posicion de un punto sera —=j+—K
oy oy
Multiplicando escalarmente esta derivada por N y teniendo en cuenta que el producto escalar
de estos vectores es nulo, por ser normales entre si or - fi=]. n+6—k =0 = jA =— Qk n
oy 0 oy

sustituyendo este resultado en la integral (1) se tendra
o oF, - _ F oF, 0z OF, ¢
rotf i).ndS = [[(—2 lkn dS= 1— —YH kndsS (2
Lf( F.i) jsj(az jn ) jj & o (2)
Para todo punto perteneciente a Ia superf|0|e S, deflnlda por la ecuacion z=f (x,y) es :

F.O00yD=F 00y fy) e 95 @F OF oz,
oy oy oz 0y

y sustituyendo en el segundo mlembro de la |gualdad (2)

e

OoF
tF ds = — 1k ds = — 1 das= || — 1 dxd
J.J. (rotFi).n. J.J. oy n .”- cosvy J-RJ. oy xdy
porser cosy.dS= dx dy Sienla formula de Green hacemosQ= 0y P=F;

P
”(@—a—)d xdy = if Pdx+ Qdy setransforma en

La igualdad

'LJ'_ aaljl dXdy:i:. I:I dx — J!(I’Ot FlT)ﬁ dS = §C‘ FIdX

Los valores de la funcién compuesta F; (x,y, f(x,y)) sobre los puntos de la curva C’
coinciden con los valores de la funcion F, (x,y,z) sobre la curva C, luego :

[JeotFD).nds =§ Fdx @

Proyectando luego la superficie S sobre los planos y =0 y x =0 con idénticos
razonamientos, se prueba que :

[[@rotF,j).nds = §c F.dy @ [[(otFk).nds= §C F.dz (5)
Sumando las igualdades (3) , (4) y (5)
jj(rot Fli).ﬁd8+”(rot F,i).-nds+ ”(rot F.k)n dsz§c |:1dx+§c |:2dy+§c F,dz

y queda asi probado que Lj(rot Bldcos .[c s

10




FORMA NO VECTORIAL DEL TEOREMA DE STOKES

Si : T=Xi+Y]+ZK es el vector posicion de un puntoy N =cosa i +cospj+cosyk
un vector unitarionormalaSes: F.dr = | .dx+F, .dy+ [, .dz
o o o o o o
L —L). c030c+(j —j). c05‘,[3+(L —j). cosvy

oy oz oz OX OX oy
Sustituyendo estos resultados en los integrandos de la forma vectorial, se obtiene la expresion
no vectorial del teorema de Stokes.

J' Fl.dx+|:2.dy+|:3.dz:” (—IB——IZ).COSOH—( l 1——|~°’).cosﬁ+( F. —Il).COSy

rot F.n=(
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